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Variable Compleja I. Examen XVII

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Probar que, para a, t ∈ R+, se tiene:∫ +∞

−∞

cos(tx)

(x2 + a2)2
dx =

2a3(1 + at)

eat
.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Para cada n ∈ N, sea fn : C → C la función dada por

fn(z) =

∫ n+1

n

e
z3

1+t

1 + t2
dt ∀z ∈ C.

1. Probar que fn ∈ H(C).

2. Probar que la serie de funciones
∑
n⩾1

fn converge en C y que su suma es una

función entera.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Probar que no hay más funciones enteras e inyectivas que
los polinomios de grado uno.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sea f ∈ H(D(0, 1)) y supongamos que existe n ∈ N tal
que, para cada r ∈ (0, 1) se verifica

máx {|f(z)| : |z| = r} = rn.

Probar que existe α ∈ T tal que f(z) = αzn para todo z ∈ D(0, 1).
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Figura 1: Ciclo de integración ΣR del Ejercicio 1.

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Probar que, para a, t ∈ R+, se tiene:∫ +∞

−∞

cos(tx)

(x2 + a2)2
dx =

2a3(1 + at)

eat
.

Calculamos las ráıces del denominador:

x2 + a2 = 0 =⇒ x2 = −a2 =⇒ x ∈ A := {−ai, ai} .

Definimos la función:

f : C \ A −→ C

z 7−→ eitz

(z2 + a2)2

Notemos que f ∈ H(C \ A), y que A′ = ∅, por lo que podemos aplicar el Teorema
de los Residuos. Como C es homológicamente conexo, podemos aplicar el Teorema
de los Residuos para cualquier ciclo Σ en C \ A.

Para todo R > a, consideramos el siguiente ciclo ΣR = γR + σR, representado en
la Figura 1, donde:

γR : [−R,R] −→ C
t 7−→ t

σR : [0, π] −→ C
t 7−→ Reit

De esta forma, tenemos que:∫
ΣR

f(z) dz =

∫
γR

f(z) dz +

∫
σR

f(z) dz = 2πi
∑
z0∈A

Res(f, z0) IndΣR
(z0)

Calculemos la primera integral que nos ha resultado:∫
γR

f(z) dz =

∫ R

−R

eitz

(z2 + a2)2
dz =

∫ R

−R

cos(tz)

(z2 + a2)2
dz + i

∫ R

−R

sen(tz)

(z2 + a2)2
dz
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Notemos que la integral pedida es la parte real de la integral. Veamos la siguiente
integral: ∫

σR

f(z) dz ⩽ πR · sup
{∣∣∣∣ eitz

(z2 + a2)2

∣∣∣∣ : z ∈ σ∗
R

}
⩽

πR

(R2 − a2)2

donde hemos usado que, si z ∈ σ∗
R, entonces |z| = R y, como R > a > 0, tenemos

que R2 > a2, por lo que:

|z2 + a2| ⩾
∣∣|z2| − |a2|

∣∣ = ∣∣R2 − a2
∣∣ = R2 − a2

|eitz| = e−t Im(z) ⩽ e0 = 1.

Por tanto, como la expresión anterior es válida para cualquier R > a, podemos hacer
R → +∞ y tenemos que:

ĺım
R→+∞

∫
σR

f(z) dz = 0.

Calculamos ahora los ı́ndices. Por la forma en la que se ha definido el ciclo ΣR,
para todo R > a, tenemos que:

IndΣR
(−ai) = 0

IndΣR
(ai) = 1.

Por tanto, tan solo hemos de calcular el residuo en el polo ai.

ĺım
z→ai

(z − ai)f(z) = ĺım
z→ai

(z − ai) · eitz

[(z − ai)(z + ai)]2
= ĺım

z→ai

eitz

(z + ai)2(z − ai)
= +∞.

ĺım
z→ai

(z − ai)2f(z) = ĺım
z→ai

eitz

(z + ai)2
=

eitai

(2ai)2
=

e−at

−4a2
= −e−at

4a2
∈ C∗

Por tanto, deducimos que el orden del polo ai es 2, y que el residuo es:

Res(f, ai) = ĺım
z→ai

d

dz

(
(z − ai)2f(z)

)
= ĺım

z→ai

d

dz

(
eitz

(z + ai)2

)
=

= ĺım
z→ai

iteitz(z + ai)2 − eitz · 2(z + ai)

(z + ai)4
= ĺım

z→ai

iteitz(z + ai)− 2eitz

(z + ai)3
=

= ĺım
z→ai

eitz
it(z + ai)− 2

(z + ai)3
= e−at · it(2ai)− 2

(2ai)3
= e−at · −at− 1

−4a3i
= e−at · at+ 1

4a3i

Por tanto, tenemos que:∫
ΣR

f(z) dz = 2πi

(
e−at · at+ 1

4a3i
· 1
)

=
π · e−at(at+ 1)

2a3
.

Por tanto, tenemos que:∫ R

−R

cos(tz)

(z2 + a2)2
dz + i

∫ R

−R

sen(tz)

(z2 + a2)2
dz +

∫
σR

f(z) dz =
π · e−at(at+ 1)

2a3
.
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Como esta expresión es válida para cualquier R > a, podemos hacer R → +∞
y tenemos que:∫ +∞

−∞

cos(tz)

(z2 + a2)2
dz + i

∫ +∞

−∞

sen(tz)

(z2 + a2)2
dz =

π · e−at(at+ 1)

2a3
.

Igualando las partes reales, tenemos que:∫ +∞

−∞

cos(tz)

(z2 + a2)2
dz =

π · e−at(at+ 1)

2a3
.

como queŕıamos demostrar.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Para cada n ∈ N, sea fn : C → C la función dada por

fn(z) =

∫ n+1

n

e
z3

1+t

1 + t2
dt ∀z ∈ C.

1. Probar que fn ∈ H(C).
Definimos la función:

Φ : [n, n+ 1]× C −→ C

(t, z) 7−→ e
z3

1+t

1 + t2

Como 1 + t2 > 0, 1 + t > 0 para todo t ∈ [n, n + 1], tenemos que Φ está bien
definida. Φ es continua en [n, n+ 1]×C, y para cada t ∈ [n, n+ 1], la función
z 7→ Φ(t, z) es holomorfa en C. Por tanto, por el Teorema de Holomorf́ıa de
integrales dependientes de un parámetro, tenemos que fn es holomorfa en C.

2. Probar que la serie de funciones
∑
n⩾1

fn converge en C y que su suma es una

función entera.

Sea K ⊂ C compacto. Para todo z ∈ K, n ∈ N, tenemos que:

|fn(z)| =

∣∣∣∣∣∣
∫ n+1

n

e
z3

1+t

1 + t2
dt

∣∣∣∣∣∣ ⩽ sup


∣∣∣∣∣∣ e

z3

1+t

1 + t2

∣∣∣∣∣∣ : t ∈ [n, n+ 1]


Hacemos uso de que, para todo t ∈ [n, n+ 1], tenemos que:

|1 + t2| ⩾ 1 + t2 ⩾ 1 + n2 ⩾ n2∣∣∣e z3

1+t

∣∣∣ = e
Re(z3)
1+t ⩽ e

Re(z3)
n+1 ⩽ e

Re(z3)
n

Por ser K compacto y Re continua, existe M ∈ R tal que:

M = máx
{
Re(z3) : z ∈ K

}
.
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Por tanto, para todo z ∈ K y n ∈ N, tenemos que:

|fn(z)| ⩽
e

M
n

n2
⩽

e
M
1

n2
= eM · 1

n2
.

Como dicha serie es convergente, por el Test de Weierstrass, tenemos que la
serie de funciones

∑
n⩾1

fn converge uniformemente en K.

Por el Teorema de Convergencia de Weierstrass, tenemos que la suma de la
serie de funciones es una función holomorfa en C.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Probar que no hay más funciones enteras e inyectivas que
los polinomios de grado uno.

Sea f una función entera e inyectiva. Supongamos que f no es polinómica. En-
tonces, fijado R ∈ R+, por el Corolario del Teorema de Casorati:

f(C \D(0, R)) = C.

Por otro lado, como ∈ H(C) no es constante, por el Teorema de la Aplicación
Abierta, tenemos que f(D(0, R)) es un abierto. Como el conjunto f(C \ D(0, R))
es denso en C, interseca a todos los abiertos no vaćıos de C, y por tanto, también
interseca a f(D(0, R)). Por tanto, existe w0 ∈ R tal que:

w0 ∈ f(C \D(0, R)) ∩ f(D(0, R)) ̸= ∅.

Por tanto, existe z1 ∈ C \D(0, R) y z2 ∈ D(0, R) tales que f(z1) = f(z2) = w0.
Como |z1| > R y |z2| < R, tenemos que z1 ̸= z2. Por tanto, f no es inyectiva, lo cual
contradice la hipótesis. Por tanto, f es un polinomio.

Supongamos ahora que f es un polinomio de grado n ∈ N. Entonces:

f(z) =
n∑

k=0

akz
k ∀z ∈ C,

donde an ̸= 0. Como f es inyectiva, entonces f no es constante, luego n ⩾ 1. Por la
caracterización de la inyectividad local, tenemos que:

0 ̸= f ′(z) ∀z ∈ C.

Por tanto, f ′ no tiene ráıces. Como f ′ es un polinomio y no tiene ráıces, por el
rećıproco del Teorema Fundamental del Álgebra, tenemos que f ′ es constante y no
nulo, por lo que f ′ es un polinomio de grado 0. Por tanto, f es un polinomio de
grado 1.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sea f ∈ H(D(0, 1)) y supongamos que existe n ∈ N tal
que, para cada r ∈ ]0, 1[ se verifica

máx {|f(z)| : |z| = r} = rn.
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Probar que existe α ∈ T tal que f(z) = αzn para todo z ∈ D(0, 1).

Definimos la función:

g̃ : D(0, 1) \ {0} −→ C

z 7−→ f(z)

zn

Como g̃ ∈ H(D(0, 1) \ {0}), por el Teorema de Extensión de Riemman, ∃g ∈
H(D(0, 1)) tal que:

g(z) = g̃(z) =
f(z)

zn
∀z ∈ D(0, 1) \ {0}.

Fijado ahora r ∈ ]0, 1[, consideramos la restricción de g a D(0, r). Como g es
continua en dicho conjunto y holomorfa en su interior, por el Principio del Módulo
Máximo, tenemos que:

máx {|g(z)| : |z| ⩽ r} = máx {|g(z)| : |z| = r} = máx

{∣∣∣∣f(z)zn

∣∣∣∣ : |z| = r

}
=

= máx

{
|f(z)|
rn

: |z| = r

}
=

1

rn
máx {|f(z)| : |z| = r} = 1.

Como esta expresión es válida para todo r ∈ ]0, 1[, tenemos que:

máx {|g(z)| : |z| < 1} = 1.

Sea ahora r ∈ ]0, 1[, y consideramos zr ∈ C(0, r)∗ tal que:

|g(zr)| = máx {|g(z)| : |z| = r} = 1.

Por tanto, tenemos que zr ∈ D(0, 1) y:

1 = |g(zr)| ⩾ |g(z)| ∀z ∈ D(0, 1).

Por tanto, zr es un máximo de g enD(0, 1), y por el Teorema del Módulo Máximo,
tenemos que g es constante. Por tanto, existe α ∈ C tal que:

g(z) = α ∀z ∈ D(0, 1).

Por tanto, tenemos que:

f(z) = g(z)zn = αzn ∀z ∈ D(0, 1).

Reescribimos por tanto la ecuación dada. Para todo r ∈ ]0, 1[, tenemos que:

rn = máx {|f(z)| : |z| = r} = máx {|αzn| : |z| = r} = |α|rn.

Despejando, obtenemos |α| = 1, por lo que α ∈ T.
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